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DIAGRAMAS DE FASE, PUNTOS F1JOS Y ESTABILIDAD

m Partiremos estudiando la estabilidad de los sistemas dinamicos.

m Esto significa, si acaso los sistemas se quedan en un punto o no.

m Y si acaso el sistema dinamico se acerca o se aleja de ese punto.




PUNTO FIJO

Definicion (Punto fijo)

Sea x; = f(t) un sistema dinamico (univariado) en tiempo discreto. Diremos que x* es un
punto fijo del sistema dinamico si existe t; € Ny tal que x; = x* para todo t > ¢.

En particular, si el sistema dinamico se describe por la ecuacion en diferencias (EeD)

Xepk = f (b Xkt Xt)

y x* es un punto fijo, entonces

m Esta Gltima forma de ver la definicion nos dice como encontrar puntos fijos.
» Basta con tomar la ecuacion en diferencias, reemplazar por x* y despejar.



PUNTO FIJO

Ejemplo (Punto fijo)

Pensemos en el ejemplo de la AFP, pero sin retiro y con aportes. Este sistema se caracteriza
por la EeD
M1 =1,05M; + b

;Este sistema tiene puntos fijos? Si los tiene, entonces debe ser que M; = M* a partir de un
punto, luego deberia ser cierto que

M*=10M"+b=— M :—1,05

Claramente, si b > 0, entonces este punto fijo no tiene mucho sentido en el contexto del
problema. Sin embargo, pueden verificar que si My = M*, entonces M; = M* de acuerdo a
la formula general que vimos anteriormente.




PUNTO FIJO

Ejemplo (Punto fijo)

Ahora, consideremos la EeD que determina la sucesion de Fibonacci (link)
Frpo=Fu+Fh
Si un sistema dinamico que soluciona esta EeDL tuviera un punto fijo F*, entonces
F*=F*4+F = F"=0
Es decir, el Gnico punto fijo posible es 0. ;Para qué valores iniciales se alcanza este punto

fijo? Una opcion viable es definir Ffy = F; = 0, luego F, = 0 y asi sucesivamente. ;Hay otras
opciones? No, pero demostrarlo no es facil y no nos interesa en gran medida.


https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number

PUNTO FIJO

Ejemplo (Punto fijo)

Una caracteristica interesante de los e

sistemas dinamicos que verifican o)
EeD de orden 1 es que los podemos
analizar usando diagramas de fase.
Pensemos en la ecuacion en diferen-
cias x;41 = f(x) que aparece en el
siguiente diagrama.

¢Existen puntos fijos? La respuesta
es siy son “simples” de ver. Xt




PUNTO FIJO

Ejemplo (Punto fijo)

En un punto fijo, x; = f(x;), es decir, la curva de f(x;) y la de x;;1 = x; coinciden.

X1 =X
Xr+1

fx)




PUNTO FIJO

Ejercicio (Punto fijo)

Encuentre el punto fijo para el caso de la AFP con y sin retiros.




PUNTO FIJO

Ejercicio (Punto fijo)

Considere la siguiente EeDL:
Xpp1 =axe+b

Determine qué condiciones deben cumplir a y b para que los sistemas dinamicos que las
solucionen tengan un punto fijo. (Ayuda: Tenga cuidado con los casosa =1y a # 1.)




PUNTO FIJO

Ejercicio (Punto fijo)

Considere la siguiente EeDL:
Xt +a1Xp41 +apxe =0

Determine qué condicion deben cumplir a; y ap para que los sistemas dinamicos que las
solucionen tengan puntos fijos.




PUNTO FIJO

Ejercicio (Punto fijo)

Considere la siguiente EeDL:
Xipp + Xpp1 +axy = b

con b # 0. Determine para qué valores de a existe un punto fijo y para qué valores no.




ESTABILIDAD

m Queremos ahondar en el estudio de puntos fijos.

m Como dijimos antes, nos interesa saber si nos podemos acercar a ellos.

» O siacaso el sistema dinamico tiende a alejarse de ellos.

m Este concepto se conoce como estabilidad.



ESTABILIDAD

Definicion (Estabilidad local)

Sea x; = f(t) un sistema dinamico (univariado) en tiempo discreto y sea x* un punto fijo
de él. Decimos que x* es localmente estable si para cualquier valor inicial x; cerca de x*, el
sistema dinamico converge a x* cuando t — co. En ese caso decimos que el sistema dinamico
es localmente estable.

Definicion (Estabilidad global)

Sea x; = f(t) un sistema dinamico (univariado) en tiempo discreto y sea x* un punto fijo de él.
Decimos que x* es globalmente estable si para cualquier valor inicial xg, el sistema dinamico
converge a x* cuando t — co. En ese caso decimos que el sistema dinamico es estable.




ESTABILIDAD

m Cuando el sistema verifica una EeD de primer orden, es facil ver estabilidad.
m Esto, porque la derivada de f tiene mucha relacion con la estabilidad local.

m Veremos un resultado y a continuacion un ejemplo.



ESTABILIDAD

Teorema (Estabilidad local)

Sea f una funcion continuamente diferenciable y sea x; un sistema dinamico que satisface
la siguiente EeD de primer orden
xpy1 = f(xt)

Sea x* un punto fijo de x;. Entonces
m Si|f’(x*)|] <1, entonces x* es localmente estable.

m Si [f'(x*)] > 1, entonces x* no es localmente estable (ni globalmente estable).

m Visualmente:
> El primer caso ocurre si f cruza a la recta de 452 acostada.
> Elsegundo caso ocurre si f cruza a la recta de 452 de forma empinada.




ESTABILIDAD

Ejemplo (Estabilidad local)

Consideremos el siguiente diagrama
de fase representando una EeD de
primer orden.

;Cuantos puntos fijos tenemos?

Xi+1

Xe+1 =X

Xt




ESTABILIDAD

Ejemplo (Estabilidad local)

Tenemos dos puntos fijos, el rojoy el
verde, como en el grafico.

¢Como son estos puntos? El punto
rojo no es localmente estable, mien-
tras que el verde es localmente es-
table. ;Es este Gltimo punto global-
mente estable? jNo! Como el punto
rojo no lo es, podemos partir inicial-
mente a la derecha de ese punto y
nunca llegaremos al punto verde.

Xt+1
fx)

Xe41 = Xt

Xt




ESTABILIDAD

Ejemplo (Estabilidad global)

Xr+1
En el ejemplo grafico que revisamos £0u)
antes teniamos un Unico punto fijo

;Es localmente estable? Si, la funcion
f corta a la recta de forma acostada.

¢Es globalmente estable? Si, si mi-
ramos con detencion, desde donde
partamos nos acercaremos al punto
fijo.

Xt




ESTABILIDAD

Ejercicio (Estabilidad)

Considere la siguiente EeDL de primer orden
Xpp1 =axe+b

Determine para qué valores de a el punto fijo es localmente estable. Para esos valores, ade-
mas, determine si es globalmente estable.




TABILIDAD

Ejercicio (Estabilidad)

En el modelo de Solow con produccion Cobb-Douglas, el crecimiento del capital per capita k; es tal que

= k) = (150 )b+ (55 ) VR

Donde ¢ € (0,1) es la tasa a la que el capital se “descompone”, n > 0 es la tasa de crecimiento de la poblacion y
s € (0,1) es la fraccion del ingreso que se ahorra.

a) Paraé =n=s=0,1 determine si existen puntos fijos con ayuda de un grafico.
b) Encuentre explicitamente los potenciales punto fijos. (Ayuda: Defina k = v/k*.)

c) Muestre que k* = 0 no es localmente estable. (Ayuda: Muestre que g(k:) = f(k¢) — k; es estrictamente
creciente si k es pequefio y note que g(0) = 0.)

d) Encuentre qué ocurre con k* # 0 cuando ¢, 7'y s aumentan. Explique con sus palabras por qué ocurre esto.

e) Suponga que s =6 = 0. Muestre que el sistema dinamico tiene un Gnico punto fijo que es globalmente
estable. Explique por qué pasa esto.



m Un punto fijo es un valor en el cual un sistema dinamico se mantiene.

m Esos puntos fijos pueden ser estables o inestables.

m Ahora, queremos encontrar soluciones a EeDL simples.
> De manera que podamos analizar esos sistemas mas completamente.




ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)




ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Definicion (Ecuacion en diferencias lineal, EeDL)

Una ecuacion en diferencias lineal (EeDL) es la relacion
Xppk + k1 (E) X k1 + - +ao(t)xr = g(t), teNg, t=>ty

donde ¢ es una funcion definida para t > t,. Ademas, decimos que
m La ecuacion es homogeénea si g(t) = 0 para todo t.

m La ecuacion es no homogénea si ¢(t) # 0.

m La ecuacion x;,1 = ax; + b es lineal y no homogénea si b # 0.



ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Ejemplo (Ecuacion en diferencias lineal, EeDL)

En la PPT pasada, teniamos dos ejemplos de EeDL homogéneas de orden 1:
m El caso sin retiro: M; 1 = 1,05M;.
m El caso con retiro: M; 1 = 0,945M;.

Las soluciones de estas ecuaciones eran, en general M; = (1,05)' My, para el caso sin retiro
y M; = (0,945)" My, para el caso con retiro. Es decir, hay una cantidad infinita de soluciones,
dependiendo del valor de M.

Segln el teorema de existencia y unicidad, solo hay una solucion para el problema de valores
iniciales con My = 1, que son M; = (1,05)" y (0,945), respectivamente.




ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Ejemplo (Ecuacion en diferencias lineal, EeDL)
Pensemos un segundo en el caso sin retiro, pero con un aporte anual de $b:

M1 =1,056M; +b

Ahora la ecuacion es no homogénea y encontrar todas sus soluciones puede ser dificil. Pero
noten que si My = 0, entonces podemos obtener la siguiente solucion particular:

M; =1,06My+b="b
My =1,056M; +b=(1,05+1)b
M3 =1,05M, +b = (1,052 +1,05+1)b

My 41 =1,05M; + b = (1,05f +1,057 4 4 1) b



ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Ejemplo (Ecuacion en diferencias lineal, EeDL)

Luego
-~ 1-105% 105t —1

M1 = 1-105 0,05

Esta es UNA solucion a la ecuacion no homogénea, una solucion particular. Consideren ahora
este sistema dinamico:

1,051 —1

AT Y t
M; = M; + M; = (1,05) My + 0,05

El cual se forma como la suma de la solucion general para la ecuacion homogénea y una
solucion particular de la ecuacion no homogénea. Resulta ser que este sistema dinamico es
solucion de la ecuacion no homogénea.



ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Ejemplo (Ecuacion en diferencias lineal, EeDL)

En efecto, si usamos que M;,, = 1,05M; y que Mt—H =1,05M; + b, entonces

M1 = M1+ Mg
= 1,05M; + 1,05M; + b
=1,05(M; + M) + b
=1,05M;,1 +b

Ocurre ademas que el sistema M; representa a todas las soluciones posibles de la ecuacion
no homogénea.




ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Ejercicio (Ecuacion en diferencias lineal, EeDL)

Repita el ejemplo anterior pero aplicado a la situacion con retiro. Recuerde que

; t , 1_at+1
1 = e
+a+---+a Za T

i=0




ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

m El ejemplo anterior nos dejo dos ensenanzas:

» Sumar soluciones tiene efectos interesantes.
» Las soluciones de una EeDL no homogénea se escriben como sumas.

m Vamos a formalizar estos resultados a continuacion.

m Y en lo que queda del capitulo veremos lo siguiente:

» EeDL de primer orden con coeficientes constantes.
» EeDL de segundo orden con coeficientes constantes.




ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Teorema (Combinaciones lineales de soluciones)

Considere la EeDL homogénea
Xppk + a1 (H)xppk—1 + - +ao(t)xr =0, tE€Ny, t>t
Sea x; una solucion y sea c¢; € R. Entonces el sistema dinamico cx; también es solucion.

Ademas, si y; es otra solucion y ¢; € R, entonces el sistema dinamico c1x; + coy; también es
solucion.

m En el ejemplo de la AFP sin retiro ni aporte, (1,05)" es solucion.
» Entonces, también lo es (1,05)!c para todo c € R.



ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES (EEDL)

Teorema (Solucion general de la EeDL no homogénea)

Considere la EeDL no homogénea
Xkt a1 (H)Xpp + - +ao(t)xe =g(t),  tE€Ny, >t
y sea y; una solucion particular. Sea x; una solucion a la ecuacion homogénea asociada,
Xkt a1 (D)X + -+ ag()xe =0,  tE€Ny, t>to

Entonces toda solucion para la EeDL no homogénea es de la forma cx; + y; con ¢ € R.

m En el ejemplo de la AFP sin retiro pero con aporte, las soluciones eran
1,05t — 1

0,05 b

(1,05)c +




EEDL DE PRIMER ORDEN




m En esta parte nos centramos en EeDLs muy particulares:

» Son de orden 1.
> Los coeficientes a;(t) son constantes (no dependen de ¢).

m La ecuacion tipo que revisaremos va a ser
Xt41 = ax; + by, t>0, abeR

pero partiremos con b; = b (constante en el tiempo).

m ;Cual es la solucion general de la ecuacion homogénea?



EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Teorema (EeDL homogéneas de primer orden con coeficientes constantes)

Considere la EeDL homogénea
Xp41 = aX¢, t>0

donde a € R. Entonces toda solucion a esta ecuacion es de la forma caf, con c € R.

m ;Qué pasa cuandoa € (—1,1)?
» Ocurre que x; — 0.
m ;Qué pasa cuando a > 1, con ¢ # 0?

» Ocurre que xy —~ o0 Sic>0yx; — —ocosic<O.

m ;Qué pasa cuandoa < —1 con ¢ # 0?

» Ocurre que x; cambia de signo y |x;| — oo.




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

1 2 3 4 5

@a<-1yc>0 (b)ac(-1,00yc>0 ©Qa>1yc>0



EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Cosas curiosas pasan cuandoa=10a = —1.

Xt Xt

@a=1yc>0 (b)a=—-1yc>0




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejercicio (EeDL homogéneas de primer orden con coeficientes constantes)

Considere la EeDL homogénea
Xp41 = axt, t>0

donde a € R. Estudie qué pasa con x; para el caso a = 1. Grafique una solucion particular.




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m Ahora, pensemos en la ecuacion no homogénea, con b constante

Xty1=ax; +b, t>0

m Segun la seccion anterior, basta que encontremos una solucion particular.

m Una opcion es reconstruir el sistema dinamico que parte con xg = 0.




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m En ese caso:
x1=axo+b=1b
xp=ax;+b=(a+1)b

x3=axy+b=(a*>+a+1)b

xp=ax;_1+b=(@""1+a"24+.. - 4a+1)b

m Luego,sia#1




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m Asi, cualquier solucion a la EeDL no homogénea
Xty1=ax; +b, t>0

cuando a # 1 se ve
at —1

a—lb

xp =cal +

m En un problema con valores iniciales, ¢ se determina a partir del valor de x

a®—1

%:Cﬂm+ 1b:c




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejemplo (EeDL de primer orden con coeficientes constantes)

La cantidad de personas empleadas en el mercado laboral cada ano varia de manera cono-
cida. Todos los anos se jubila un 10% de los empleados y por los egresos universitarios se
incorporan 1000 personas al mercado laboral. Se sabe que el 2005 habian 6000 empleados.

Si llamamos L; a la cantidad de trabajadores en el ano ¢t y llamamos t = 0 al ano 2005,
entonces tenemos Ly = 6000 y ademas L; verifica la siguiente ecuacion en diferencias:

Ly41 = 0,9L; + 1000
Segln lo anterior, el nUmero de trabajadores en cualquier ano ¢ es

09)f -1
Lt S C(O,g)t = (09)7_1

1—(0,9)

1000
0,1

1000 = ¢(0,9)f +



EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejemplo (EeDL de primer orden con coeficientes constantes)

Pero la constante ¢ debe ser tal que Ly = 6000. Es decir

1-(09)°

6000 = Lo = ¢(0,9)° + ol

1000 = ¢
Luego ¢ = 6000. Asi, la solucion a este problema de valores iniciales es

1—(09)!

1000
0,1

L = 6000(0,9)" +

¢Qué pasa en el largo plazo, cuando t — «? En ese caso, (0,9)! — 0y por lo tanto L; — 10000.




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejercicio (EeDL de primer orden con coeficientes constantes)

Para la situacion del ejemplo anterior, determine cuantos nuevos egresados debiera haber
cada ano para que el nimero de empleados en el largo plazo sea

a) El doble de la cantidad inicial.
b) Igual a la cantidad inicial.

En ambos casos escriba explicitamente el sistema dinamico resultante.




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejercicio (EeDL de primer orden con coeficientes constantes)

Encuentre la solucion general a la EeDL no homogénea con a2 = 1, es decir, encuentre todos
los sistemas dinamicos que resuelven

Xey1 =Xt +b, t>0




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejercicio (EeDL de primer orden con coeficientes constantes)

Encuentre la solucion general a la EeDL no homogénea con a = —1, es decir, encuentre todos
los sistemas dinamicos que resuelven

Xt41 = —Xt +b, t>0




EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ejercicio (EeDL de primer orden con coeficientes constantes)

Analice qué ocurre cuando t — oo con la solucion de la EeDL no homogénea
Xpy1 =axt + b, t>0

con valor inicial xq = ¢, en los siguientes casos:
a) ae(—1,1).
b) |a|] > 1 (cuidado si 4 es negativo o positivo).
) a=1.

d) a=—1.



EEDL DE PRIMER ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m Ahora queremos analizar un grado mas de complejidad: b; no constante.

m Es decir, vamos a mirar una ecuacion del tipo
Xt41 = ax; + by, t>0, abeR

pero b; no es constante en el tiempo).

m Encontrar soluciones a este tipo de ecuaciones puede ser DIFICIL.
» Pero seguiremos un método que nos permite resolver en algunas situaciones.




METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

m Para encontrar una solucion particular usaremos un método “trucho”.

»> El método de los coeficientes indeterminados.
» 0 “método del achunte”.

m Laidea es la siguiente:

1. Miramos la forma de b;.
2. Suponemos un candidato a solucion que tiene una cierta forma.
3. Encontramos los nimeros que hagan que ese candidato sea solucion.



METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

m La siguiente tabla resume los casos tipicos que veremos en el curso:

by \ Candidato
ba! Aat

sen(bt) 0 cos(bt) | Asen(bt)+ Bcos(bt)
bt Ao+ Art+ -+ A t"

W ;Y si b; es una combinacion de algunas de las opciones?
» Entonces el candidato es combinacion de las soluciones correspondientes.
» Sib =ctal.
» La solucion particular es af (Ag + At + Axt?).




METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

En mi videojuego favorito existe un sistema de dinero para comprar mejoras. Al final de cada
mision t, mi dinero se duplica, pero para dificultad adicional se me descuentan ¢t de mi cuenta.
De esto, a medida que completo mas misiones, mas se me descuenta. Parti el juego con $2.
:Como podemos describir la cantidad de dinero después de cada mision?

Si llamamos D; al dinero en mi cuenta, la situacion anteriormente descrita se puede modelar
con la siguiente ecuacion en diferencias no homogénea

Dy =2D;—t

La solucion general a la ecuacion homogénea la podemos conocer: D; = 2fc. Nos falta en-
contrar una solucion particular a la ecuacion no homogénea.



METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

De acuerdo a la tabla anterior, como b; = —t, entonces el candidato a solucion particular
tiene la forma

ye= Ao+ Axt
Para encontrar qué valores de Agy A hacen que este candidato sea efectivamente solucion
usamos la ecuacion:
Y1 =2yr — ¢
AO -I—Al(t-‘rl) IZ(AO +A1t) —t
Ao+ A1+ At =2A0+ A — 1)t
(1—A)t+ (A1 —Ap) =0

Esto tiene que valer para todo t, por lo que necesariamente A; =1y A; = Ay. Asi, la solucion
particulares y; =1+¢.




METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

Con esto, la solucion general a la ecuacion

Dy 1 =2D;—t

D;=2c+1+t¢
Como Dy = 2, entonces podemos encontrar el valor de c adecuado para esta situacion
2=Dy=20%+14+0=c+1

Luego c =1y la solucion a este problema es

Di=2'+1+t¢



METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Ejercicio (Método de los coeficientes indeterminados)

Para el ejemplo anterior, ;qué pasa con el dinero total cuando t — c0? ;Y si Dy = 1? Si usted
disenara el juego y no quisiera que el usuario gane mucho dinero rapido, ;qué cantidad
inicial de dinero le daria?




METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Ejercicio (Método de los coeficientes indeterminados)

Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales:

1. X401 = 0,5x: + tz, Xg = 2.

2. xpp1 =2x; + 3 xg=2.




METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Ejercicio (Método de los coeficientes indeterminados)

Considere una variante del juego. El equipo de desarrolladores considera que es posible
controlar el crecimiento del dinero del juego de otra forma. Ahora, al final de cada mision
el dinero se triplica y se restaran 2/t de la cuenta. Escriba la ecuacion en diferencias corres-
pondiente y encuentre su solucion general. Si Dy = 1, ;qué diferencia encuentra con el caso
anterior?




EEDL DE SEGUNDO ORDEN




EEDL DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m Seguiremos con EeDLs de coeficientes constantes, pero de orden 2.

m La ecuacion tipo que revisaremos va a ser

Xt42 + a1Xp41 + apXy = by, t>0, ag,a,br €R

m Las soluciones a la ecuacion homogénea se parecen mucho a las anteriores.



EEDL DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m Supongamos que x; = A! es solucion de:

Xt2 + a1X¢11 + aoxy =0, t>0, aga1,beR

m Entonces
A2 g At gt =0, £>0

m Lo que se puede reescribir como

MA2+a1A +a9) =0




EEDL DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

m La ecuacion anterior se debe cumplir para todo ¢, lo que deja 2 opciones:
1. A=0.
2. A2+ aA+ag=0

m La ecuacion en 2 se conoce como ecuacion caracteristica.

» Esta ecuacion siempre tiene solucion, si pensamos que A € C.
» Pero a veces tiene 2 soluciones: A y A,.

m Pero recordar que si A} y A} son soluciones.

» Entonces todas las combinaciones lineales también lo son.
» Resultara que esas son todas.
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Teorema (EeDL homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes)

Considere la EeDL homogénea

Xt+2 + a1Xp41 + agxe =0, t>0
donde ay,a9, € R. Sean Ay, A, € C las dos soluciones de la ecuacion caracteristica
A +mA+ag=0
Entonces la solucion general de EeDL homogénea es:
1. Al + oAb si Ay # Ay,
2. el AL+ coAbtsi Ay = A,
Ademas, c1,c, son tales que la solucion es un nimero real para todo t.
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Supongamos que Aq,A; € Ry que ¢ ni ¢; son 0:

m ;Qué pasa cuando Ay, A € (—1,1)?
» Ocurre que x; — 0, y cambia de signo si son ambos negativos.

m ;Qué pasa cuando |[A1| > 1y |A;| es mas chico (o viceversa)?
» Ocurre que |x;| — oo, y cambia de signo si son ambos negativos.

m ;Qué pasa cuando Ay = A, =17

> Ocurre que x; = ¢q + cot y por lo tanto |x;| — co.
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m Cuando Aq,A; son complejas decimos que el sistema oscila.

m La convergencia o divergencia depende del tamano de las raices:
» Si|Aq],|A2] € (—1,1), el sistema converge a 0.
> Si|Aq],|A2] > 1, el sistema diverge a oo (en valor absoluto).

m Recordar que si z =a + bi, |z| = Va? + b2.
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Ejemplo (EeDL homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes)

En el PPT anterior revisamos el ejemplo de los nimeros de Fibonacci, F;. Teniamos que Fy =
Fl =1 Vv
Fyop—F1—FE=0

La ecuacion caracteristica asociada es

A2—A—1=0
Que tiene como soluciones
1 1-—
A= +2\@, Ay 2\/5
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Ejemplo (EeDL homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes)

Como Aq # Ay, entonces la solucion general de la EeDL es

o (15 o5

Los valores de ¢y y ¢, se obtienen de Fy y Fi:

1=F0=C1+C2
1+v5 1-+5
1=FK=¢ 5 == Co 5
De donde
L _5+v6  5-46
1= 10 27710
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Ejemplo (EeDL homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes)

Notar ademas que

= 1+2‘@ ~162. A= 1-v5 ~ —0,62

A 5

Luego, cuando t — oo, el término que contiene a A; es el que dominay el que contiene a A,
se hace pequeno.

Esto no ocurriria si ¢c; = 0. Si ese fuera el caso, entonces la solucion se iria a 0 cuando t — co.
Pueden corroborar, mirando el sistema de ecuaciones anterior, que una opcion para que esto
ocurra seria tomar

F=1 F

de maneraquec; =0y cp =1.
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Ejercicio (EeDL homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes)

Encuentre una formula explicita, como la del ejemplo, para los niimeros de Lucas.
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Ejercicio (EeDL homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes)

Encuentre la solucion general para las siguientes EeDL de segundo orden:
1. Xpyp — 2%p01 + %xt =0.
2. X¢40 — 3xp41 —4x; =0.
3. Xpyp —6x141 + 9% =0.
4o xp1p —x=0.

Determine ademas si las soluciones oscilan, y si convergen o divergen cuando t — co. (Ayu-
da: Puede ser que necesite ponerse en varios casos para las constantes c; y c;. Ocupe un
graficador si le favorece el analisis.)
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Ejercicio (Estabilidad)

Considere la siguiente EeDL de segundo orden
Xpt2 — Xpqp1 +axe =0

con a # 0. Muestre que si0 < a < i, el punto fijo encontrado es globalmente estable.
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m Para resolver la EeDL no homogénea necesitamos una solucion particular.
m Como vimos antes, este problema es DIFICIL.

m Pero podemos seguir el mismo método de los coeficientes indeterminados.
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m La siguiente tabla resume los casos tipicos que veremos en el curso:

by \ Candidato
ba! Aat

sen(bt) 0 cos(bt) | Asen(bt)+ Bcos(bt)
bt Ao+ Art+ -+ A t"

W ;Y si b; es una combinacion de algunas de las opciones?
» Entonces el candidato es combinacion de las soluciones correspondientes.
» Sib =ctal.
» La solucion particular es af (Ag + At + Axt?).

66|
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Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

Volvamos al ejemplo del videojuego. Ahora, se penso en la siguiente dinamica para el dinero:

2
D —D —D; =t
t42 t+1+16 t

Para la ecuacion homogénea, la ecuacion caracteristica es

3
2 >
A /\—|—16—0

1 3
(-3) (+-3)
t
De manera que la solucion general a la ecuacion homogénea es ¢; (%) +o (%)t.

Que se puede escribir
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Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

Para encontrar la solucion a la ecuacion no homogénea, seguimos el mismo procedimiento
de antes. Como b; = t, entonces el candidato a solucion particular es

yt=A0+A1t

Y para encontrar Ay y A; usamos la ecuacion:
= v 2=t
Yt+2 — Yt+1 16% =

3
Ao+ A1(t+2) — (Ag+ A(t+1)) +E(A0+A1t) =t

3 3
<16A1 —1) t+ (A1 + 16A0) =0

68
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Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

De aqui, A} = 2 y Ay = —%°. Luego, la solucion particular a esta ecuacion es

_ 16, 25
Yyt=13 9

Y por lo tanto, la solucion general de la ecuacion no homogénea es

1\! 3\! 16 256
Pr=alz) talz) T3~ <

Notar que cuando t — oo, los primeros dos términos convergen a 0 y lo mas importante son
los Gltimos dos términos.

Ty s e
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Ejemplo (Método de los coeficientes indeterminados)

Supongamos que la desarrolladora quiere eliminar el primer termino. Para ello debe escoger
Doy D; tales que c; = 0y ¢ # 0. Sin embargo, esta segura que quiere Dy = 49—4. Entonces

ocurre que
44 1\° 3\ 16 256 256
2 —_—Dy=0-(= = - === =, - ==
g 0 (4) +C2(4> t3 9 279
Luego ¢, = %. Eso significa que D; tiene que ser

1 1
pi=0- (1) + 30 (2) 20y e 2516 e v

4 9 \2 3 9 "9 "3 79 "9

Asi, la solucion general es
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Ejercicio (EeDL de segundo orden no homogénea)

t
Suponga ahora que la desarrolladora no quiere eliminar el termino ¢; (%) , sino que el téer-
o t o
mino ¢, (3)', pero quiere mantener Dy = 4.

a) Compare el valor obtenido para c; en este caso con el obtenido para c, con el ejemplo.
Explique con sus palabras por qué ocurre esto.

b) Compare los valores de D; en ambos casos. Explique con sus palabras. por qué ocurre
esto.

c) Calcule el primer valor de t para el cual cada término exponencial es menor que 107°.
Calcule el valor de D; en cada caso.

d) Silaidea es incluir estos términos exponenciales para ayudar al jugador solo en las
primeras misiones del juego, ;qué opcion prefiere, la del ejemplo o esta?
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Ejercicio (EeDL de segundo orden no homogénea)

Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales, con xg =0, x; = 1:
1. Xppp — 2xp41 + %xt =0
2. Xpyp —3xp4q —4xp =21
3. Xpi2 — 6Xp 41 + 9x; =28
be Xppp—xp=t+1.

Determine ademas si las soluciones oscilan, y si convergen y/o divergen cuando ¢ — co.
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Ejercicio (EeDL de segundo orden no homogénea)

Considere la siguiente ecuacion en diferencias homogénea:
Xero — Xp1 +axe =0, aeR,a#0

Determine para qué valores de a la solucion ecuacion caracteristica tiene:
a) Dos soluciones reales distintas.
b) Dos soluciones reales iguales.
c) Dos soluciones complejas.

Determine ademas para qué valores de a se tiene que la solucion oscila, y para cuales con-
verge o diverge cuando t — co.
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Ejercicio (EeDL de segundo orden no homogénea)

Ahora, considere la siguiente ecuacion en diferencias no homogénea:
Xpyp — Xppq +ax = bt, a,beR,ab#0

Y suponga que a es tal que la solucion general a la ecuacion homogénea converge a 0 cuando
t — oo. Encuentre la solucion general de esta ecuacion y encuentre valores iniciales para que
la solucion converja a 0 en los casos

a) b>1.
b) be (0,1).



BONUS TRACK:
PUNTOS FI)OS Y SOLUCIONES A EEDL
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m Para cerrar, un dato adicional sobre los puntos fijos.

m Son Utiles para presentar soluciones a EeDL de primer y segundo orden.

m El siguiente resultado puede ayudar a ahorrar algo de tiempo.
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Propiedad (Punto fijo y soluciones a EeDL)

Suponga que x; es solucion a alguna de las siguientes EeDL

Xp11 =axt+0b (1)
Xty2 +a1Xp41 +apxt =b (2)
y suponga que x* es un punto fijo de x;. Entonces,
m Si x; resuelve (1), x; = a’(xg — x*) + x*.

m Si x; resuelve (2), entonces x; = %; + x*, donde #; es solucion a la version homogénea
de (2).
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